
量子力学 3 試験 初貝 2013年度 1

— 量子力学３:試験問題 — 2013. 8.2 (10:10—11:30) 初貝 (5分延長)

(必要な記号等は授業で用いた慣用にしたがって適宜解釈せよ。)

I. 対称性に関する以下の文章の 1–10 を埋めよ。

　量子力学における物理量 (観測量)Aは 1 演算子で表され、その 2 は実

数である。また、 2 が異なる 2つの状態は 3 する。更に可換な２つの 1

演算子は同時に 4 である。

　波動関数 |ψ⟩ に対する対称操作は 5 演算子 U (U †U = UU † = 1)で表さ

れ、この対称操作で波動関数が |ψ⟩ → |ψ′⟩ = U |ψ⟩、物理量AがA → A′ と

変換するならば、⟨ψ|A|ψ⟩ = ⟨ψ′|A′|ψ′⟩ だから A′ = 6 である。なお 5 演

算子をU = eiλG/ℏ (λ:実)と書いたときGは 1 演算子となる。特に λが無限

小の時、物理量がこの対称操作で不変なら、A′ = A であるが、λ の一次ま

でとれば、これは 7 = 0と 8 とAとが可換となる。

　特に、時間に依存しないハミルトニアンH に対するシュレディンガー方程

式 iℏ
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = H|Ψ(t)⟩ の解を |Ψ(t)⟩ = e−iHt/ℏ|Ψ(0)⟩ と書いた時、A = H

として対称操作に対する不変性 H = H ′から導かれる関係式 7 =0をHに

適用して、
d

dt
⟨Ψ(t)|G|Ψ(t)⟩ = 9 となる。これは、物理量 Gが 10 である

ことを意味する。

II. 角運動量 J ([Ji, Jj] = iℏϵijkJk) に関する以下の問いに答えよ。

II.1 軌道角運動量L = r×pが角運動量の交換関係を満たすことを示せ。な

お r,pは座標と運動量である。

II.2 [J2, J1]を計算せよ。

II.3 2つの角運動量J i (i = 1, 2)についてJ1 ·J2 =
1

2
(J1

+J
2
−+J1

−J
2
+)+J1

zJ
2
z

を示せ。ただし J i
± = J i

x ± iJ i
y である。

III. 時間反転対称操作 Θ = iσyKについて考える。(K は複素共役)

III.1 軌道角運動量L に関してΘLΘ−1 = −Lを示せ。
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III.2 S = 1/2 のスピン S = ℏ
2
σ に関してΘSΘ−1 = −Sを示せ。

III.3 ハミルトニアン Hが時間反転対称 ([Θ, H] = 0)である時、Hのエネル

ギーEの固有状態 |ψ⟩ =

 ψ+

ψ−

 に対して |ψΘ⟩ = Θ|ψ⟩ も同じエネル

ギーの固有状態となる。しかしクラマース縮退の存在のためにはこれだ

けでは不十分であるのはなぜか？その理由を述べよ。

III.4 ⟨ψ|ψΘ⟩ を計算し、これからクラマース縮退を示せ。

IV. 2つの角運動量 Ji, J
2
i = ℏ2ji(ji + 1)の合成角運動量 J = J1 + J2, J

2 =

ℏ2j(j + 1) を考えよう。ただし、合成スピンの固有状態を |jm⟩, 各スピンご

との固有状態のテンソル積を |j1,m1, j2,m2⟩ = |j1,m1⟩|j2,m2⟩ と書く。以下

j1 = 1, j2 = 1/2の場合を考える。

IV.1 |t1⟩ ≡ |1, 1, 1
2
,
1

2
⟩ に対して J+|t1⟩, Jz|t1⟩を計算し |t1⟩ = |3

2
,
3

2
⟩ を示せ。

IV.2 |3
2
,
1

2
⟩ = 1

ℏ
√
3
J−|

3

2

3

2
⟩ = (|1, 0, 1

2
,
1

2
⟩, |1, 1, 1

2
,−1

2
⟩)ψ 3

2
1
2
としたとき、2次

元ベクトル ψ 3
2

1
2
を求めよ。

IV.3 |3
2
,−1

2
⟩ = 1

2ℏ
J−|

3

2
,
1

2
⟩ = (|1,−1,

1

2
,
1

2
⟩, |1, 0, 1

2
,−1

2
⟩)ψ 3

2
− 1

2
としたとき、

2次元ベクトル ψ 3
2
− 1

2
を求めよ。

IV.4 |3
2
,−3

2
⟩ = 1

ℏ
√
3
J−|

3

2
,−1

2
⟩から |3

2
,−3

2
⟩を求め、|3

2
,−3

2
⟩ = |1,−1,

1

2
,−1

2
⟩

であることを示せ。

IV.5 ψ†
3
2

1
2

ψ 1
2

1
2
= 0となるように ψ 1

2
1
2
=

(
a

b

)
を定めよ。ただし a2 + b2 =

1, b > 0

IV.6 |t2⟩ ≡ (|1, 0, 1
2
,
1

2
⟩, |1, 1, 1

2
,−1

2
⟩)ψ 1

2
1
2
に関して J+|t2⟩, Jz|t2⟩ を計算し、

|t2⟩ = |1
2

1

2
⟩ を示せ。

IV.7 |t3⟩ =
1

ℏ
J−|

1

2
,
1

2
⟩ = (|1,−1,

1

2
,
1

2
⟩, |1, 0, 1

2
,−1

2
⟩)ψ 1

2
− 1

2
としたとき、2次

元ベクトル ψ 1
2
− 1

2
を求めよ。

IV.8 J−|t3⟩, Jz|t3⟩を計算し |1
2
,−1

2
⟩ = |t3⟩ を示せ。
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• ϵijkϵij′k′ = δjj′δkk′ − δjk′δkj′ , ϵijkϵijk′ = 2δkk′

• (A×B)i = ϵijkAjBk

• 座標 r 運動量 pに対して、[ri, pj] = iℏδijである。

• [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, [A,BC] = B[A,C] + [A,B]C.

• 角運動量の上昇下降演算子

J+|j,m⟩ = ℏ
√
(j −m)(j +m+ 1)|j,m+ 1⟩,

J−|j,m⟩ = ℏ
√
(j +m)(j −m+ 1)|j,m− 1⟩,

特に j = 1
2
の場合

J+|
1

2
,
1

2
⟩ = 0, J+|

1

2
,−1

2
⟩ = ℏ|1

2
,
1

2
⟩, J−|

1

2
,
1

2
⟩ = ℏ|1

2
,−1

2
⟩, J−|

1

2
,−1

2
⟩ = 0

特に j = 1 の場合

J+|1,m⟩ = ℏ
√
(1−m)(2 +m)|1,m+ 1⟩, J−|1,m⟩ = ℏ

√
(1 +m)(2−m)|1,m− 1⟩

J+|1, 1⟩ = 0, J+|1, 0⟩ = ℏ
√
2|1, 1⟩, J+|1,−1⟩ = ℏ

√
2|1, 0⟩

J−|1, 1⟩ = ℏ
√
2|1, 0⟩, J−|1, 0⟩ = ℏ

√
2|1,−1⟩, J−|1,−1⟩ = 0

特に j = 3
2
の場合

J+|
3

2
,m⟩ = ℏ

√
(
3

2
−m)(

5

2
+m)|3

2
,m+ 1⟩, J−|

3

2
,m⟩ = ℏ

√
(
3

2
+m)(

5

2
−m)|3

2
,m− 1⟩

J+|
3

2

3

2
⟩ = 0, J+|

3

2

1

2
⟩ = ℏ

√
3|3
2

3

2
⟩, J+|

3

2
− 1

2
⟩ = ℏ2|3

2

1

2
⟩, J+|

3

2
− 3

2
⟩ = ℏ

√
3|3
2

1

2
⟩,

J−|
3

2

3

2
⟩ = ℏ

√
3|3
2

1

2
⟩, J−|

3

2

1

2
⟩ = ℏ2|3

2
− 1

2
⟩, J−|

3

2
− 1

2
⟩ = ℏ

√
3|3
2
− 3

2
⟩, J−|

3

2
− 3

2
⟩ = 0

• パウリ行列

σx =

 0 1

1 0

 , σy =
 0 −i

i 0

 , σz =
 1 0

0 −1


σiσj = −σjσi = iϵijkσk (i ̸= j),

σ2
i = E2




